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Zur numerischen Losung von Randwertaufgaben
des eingeschrankten Dreikorperproblems

Ubersicht: Untersucht wurde eine Randwertaufgabe des eingeschrinlten Drei-
korperproblems. Die mit einem Analogrechner ermittelten Bahnen zeigen, dafy die
betrachtete Randwertaufgabe zwei Lisungen hat. Es gibt auf jeder Seite der Flugbahn
mit der kiirzesten Flugzeit eine Bahn, in der der Flugkorper in einer vorgeschrie-
benen Zeit von dem vorgegebenen Ausgangsort zum vorgegebenen Zielort gelangt.

1. Das eingeschriinkte Dreikorperproblem

Das eingeschrinkte Dreikérperproblem
gilt seit langem als eine der reizvollsten
Aufgaben der Mechanik; denn dieses Pro-
blem ist eine sehr einfach formulierbare,
nichtlineare Aufgabe, fiir die keine ge-
schlossene Losung existiert und fir die
numerische Lésungen nur mit grollem
Aufwand ermittelt werden konnten, wie
z. B. die Untersuchungen von K. Strim-
gren und Mitarbeiter [1] zeigen. Bei dem
eingeschrinkten Dreikérperproblem han-
delt es sich um folgende Aufgabe:

Zwei Korper A und B laufen infolge ihrer
wechselseitigen  Gravitationsanziehung
auf Kreisbahnen um ihren gemeinsamen
Massenmittelpunkt. Ein dritter Korper C,
der sogenannte infinitesimale Korper,
z. B. ein Satellit oder ein Planetoid, moge
sich mit A und B in einer Ebene bewegen.
Seine Masse sei so klein, daBl er zwar der
Gravitationsanziehung von A und B
unterliegt, aber selbst deren Bahnen
nicht zu storen vermag. Gesucht ist die
Bewegung dieses dritten Korpers.

*) Die Verfasser danken Herrn Prof. Dr.-Ing.
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Anregung zu dieser Untersuchung und der
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ASD 033 0968

Die Bewegungsgleichungen fiir dieses
Problem lassen sich leicht aufstellen und
sind in den meisten Lehrbiichern der
Mechanik zu finden (z. B. [2; 3]). G. W.
Hill untersuchte die durch das Jacobi-
sche Integral festgelegten Einschriinkun-
gen der Bewegungsmoglichkeit des in-
finitesimalen Kérpers bei vorgegebenen
Anfangsbedingungen und fand die nach
ihm benannten Grenzflichen, die der in-
finitesimale Korper nicht iiberschreiten
kann. Es gibt also Gebiete, die dem in-
finitesimalen Korper bei entsprechenden
Anfangsbedingungen nicht zunginglich
sind.

E. Strimgren und Mitarbeiter [1] be-
stimmten, ebenfalls fiir vorgegebene An-
fangsbedingungen, in jahrzehntelanger
Arbeit periodische Bahnen bei gleichen
Massen von A und B. Bei neueren Unter-
suchungen, z. B. von B. Thiiring [4] so-
wie von K. Stiefel und Mitarbeitern [5],
benutzte man elektronische Digitalrech-
ner zum Bestimmen der Bahnen des in-
finitesimalen Korpers bei vorgegebenen
Anfangsbedingungen.

Durch die Versffentlichung von F. Stiefel
und Mitarbeitern [5] wurden die Verfasser
angeregt zu untersuchen, ob sich nicht
mit einfachen Mitteln ein Uberblick iiber
die Losung bei vorgegebenen Rand-

bedingungen ermitteln lieBe. Dabei sei
als Randbedingungen willkiirlich der Ort
des infinitesimalen Korpers zu zwei Zeit-
punkten vorgegeben und die dazwischen
durchlaufene Bahn gesucht.

Fiir die numerische Rechnung wurden
kartesische Relativkoordinaten x und y
verwendet. Das Koordinatensystem sei
g0 gewiihlt, daB in ihm die Kérper A und
B feste Plitze erhalten und der gemein-
same Massenmittelpunkt von A und B
mit dem Ursprung des Koordinaten-
systems zusammenfillt, Der Koérper A
moge die grollere Masse haben und auf
der negativen z-Achse liegen. Um die Auf-
gabe auf praktische Belange auszurichten,
wurde angenommen, die infinitesimale
Masse C sei etwa ein Satellit, der sich im
Schwerefeld von Erde (Korper A) und
Mond (Kérper B) bewegt, zur Zeit t = 0
die Koordinaten x = 2+ 105 km, y = 0
und zur Zeit { = 3 - 103s die Koordinaten
z=—1,5-10° km, y =2,5-105 km
habe. Die Masse des infinitesimalen Kér-
pers geht in die Rechnung nicht ein.

2. Die Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen lauten (vgl.
2. B. [2; 3])
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Bild 1. Bahn m!t den Anfangs- Geschwmdlgkeits-

komponenten xu = —0,745 km/s und y, = 1,105
kmy/s in x- bzw. y-Richtung.
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genetisch und lift sich daher als Varia-
tionsaufgabe schreiben [6]. Insbesondere
besteht hier die Moglichkeit, eine dem
Brachistochronenproblem analoge Auf-
gabe anzugeben, d. h. nach der Kurve
kiirzester Flugzeit zu fragen, die von dem
vorgegebenen Anfangspunkt zu

g dem vorgegebenen Endpunkt
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Bild 2. Bahn mit den Anfangs- Geschwmmgkelts—

komponenten %o = —1,005 km/s und Yo = —1,95
km/s in x- bzw. y- Rlchtung

Bilder 1 und 2. Bahnen des infinitesimalen Flugkérpers bei gegebenen Randbedingungen im

x.y-Relativl di y

A und B auf Kreisbahnen um den gemeir M

ittelpunkt umlaufende Himmelskérper; C, und

C, Orte des Infinitesimalkorpers C zu zwei vorgegebenen Zeitpunkten; a und b in Pfeilrichtung durch-

laufende Bahn des Infinitesimalkorpers.

mit 2 und y als den laufenden Orts-
koordinaten des Satelliten, r als seinem
Abstand von der Erde A, s als seinem
Abstand vom Mond B, « als der Masse
und (—a, 0) als den Ortskoordinaten von A,
f als der Masse und (b, 0) als den Orts-
koordinaten von B, y als der Gravitations-
konstante und w als der Winkelgeschwin-
digkeit des rotierenden Koordinaten-
systems (A und B haben feste Orts-
koordinaten). Punkte iiber x und y be-
deuten Ableitungen nach der Zeit ¢. Die
Winkelgeschwindigkeit w lilit sich aus
¥, o, f und dem Abstand | = a + b zwi-
schen A und B zu

bestimmen. Fir ¢ und b gilt, da der
Koordinatenursprung Massenmittelpunkt
ist,

B
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Als Randbedingungen wurden gewihlt:
@ (t=0) = 2105 km,
y(t=10 =0,

z(t=3-1058) = —1,5-
y(t=3-1058) =25

103 km,
105 km.

3. Ergebnisse

Es bestand die Absicht, fiir die numeri-
schen Rechnungen eine elektronische
Rechenanlage zu benutzen. Da es sich bei
den Bewegungsgleichungen des einge-
schriinkten Dreikérperproblems um nicht-
lineare, gewohnliche Differentialgleichun-
gen handelt und nur ein Uberblick ge-
sucht war, fiel die Wahl auf einen Analog-
rechner. Der Tischanalogrechner RA 741
der Firma AEG-Telefunken erwies sich
beziiglich der Einsatzmoglichkeiten und
der Genaunigkeit als ausreichend.

Beim Analogrechner lassen sich Para-
meter besonders leicht dndern. Deshalb
wurde durch Variation der Anfangs-
geschwindigkeit des infinitesimalen Kor-
pers untersucht, ob die vorstehend for-
mulierte Randwertaufgabe mehrere Lo-
sungen hat. Es wurden zwei Liésungen
entsprechend den in Bild 7 und 2 dar-
gestellten Bahnen gefunden. Die in Ab-
schnitt 2 formulierte Randwertaufgabe
hat also keine eindeutige Losung. Dies
iiberrascht zunichst, ist aber physikalisch
verstiandlich, wie im folgenden erliutert
wird. Die gestellte Aufgabe ist mono-

I 495 fithrt. Die Bedingung fiir die Bahn
mit kiirzester Flugzeit lautet
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In Gl. (6) bedeuten ty die kiirzeste Flug-
zeit und & die Konstante des fiir das
betrachtete System giiltigen Jacobischen
Integrals. Die vorgegebene Flugzeit ist
etwas linger als die so gefundene kiir-
zeste Flugzeit. Offensichtlich mul} es
dann bei der untersuchten Aufgabe zwei
Bahnen geben, auf jeder Seite der mit
der kiirzesten Flugzeit durchlaufenen
Bahn je eine, die mit der vorgegebenen
Flugzeit durchlaufen werden. 732
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